Signale und Systeme

Andy Dunkel



1 Signale

1 Signale

Deterministische Signale

an jedem Zeitpunkt an dem das Signal existiert, kann es ein deutig einem
Zahlenwert zugeordnet werden
mathematisch beschreibbar z.B.  x (z) =A"sin ( w, ¢ )

Stochastische Signale

kann nicht vorhergesagt werden, nicht durch Formel beschreibbar, z.b.
Sprachsignal

Zeit- und wertkontinuierliche
Signale

stiickweise stetige Funktion
beiden Achsen ist zu jedem Zeitpunkt ein eindeutiger Wert zugewiesen
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2 Allgemeine Zusammenhange

sin(x)=cos(x —1)

2
w=2T-f




2 Allgemeine Zusammenhinge

21 Elementarsignale

211 Zerlegung Funktion gerade/ungerade Anteile

® jedes Signal y(t) ldsst sich in geraden und ungeraden Teil zerlegen

® gerade: x(t) = x(-t) z.B.: x(t) = cos(W,t)
® ungerade: x(t) =-x(-t)  z.B.: x(t) = sin(wot)
® Zerlegung: y(t) = y,(t) + yu(t) mit
y (=2 v+ y(=0)] =y, (=)

y (=3 y(0)=p(=0)] == 3,(~)

Yl _ 2 .
Beispiel: y(7)=x"+x—3 yg(f)=;—[x2+x—3+(—x)2—x—3]
=12—[x2+x—3+x2—x+3]=;—[2x2—6]=x2—3
1
A P (S )
=12—[x2+x—3—x2+x—3]=—[2x]=x
2.1.2 Beispiele fiur zusammengesetzte Funktionen
A f()=3r(s)=3r(r—2)—1,57(t—6)+1,5r(1—10)
6 4+
Steigung in erstem Abschnitt: 32 3
6
. . . =15
Steigung in letztem Abschnitt: (1 0— 6) )
} } } } —p negativ da abfallend!
2 4 6 8 10
A fle)=2r(r)—4r(r—1)+2r(t—2)
2——
I +—>
1 2




2 Allgemeine Zusammenhinge

2.1.3 Linearitat von Systemen

System ist linear, wenn Verdoppelung des Eingangssignals zu Verdoppelung des Ausgangssignals fiihrt (gilt fiir jeden
Faktor) folgende 2 Eigenschaften miissen erfiillt sein:

® Homogenitit: c~x(t)—>c-y(t)

® Additivitit:

Beispiel 1: y(t)=2-x (t) linear?

xl<t)+x2(t)—>yl(t)+y2(t)

Priifung Homogenitit:

xl(t)_)yl<t):2'xl<t)

Xo(t) sei 2 mal x,(t): xz(t)ZZ-x ( )

Man muss zum selben Ergebnis kommen,
wenn man einfach das Ausgangssignal
verdoppelt:

Ausgangssignal:  y,(¢)= 2'xz(t1)=2'(2'x1(t))=4'x1(t)
yz(t)=2'y1(t)=2'2'xl( (

Priifung Additivitit:

X, (1) =y, (2)=2-x,(t)

Beide Signale addiert ergibt Signal x;(t):

x3 (1) =2, (1)+x,(1)

x
Wird x3( ) in das System eingespeist, ergibt sich:
3(0)=2+(2-x, (1) +2x,(2) ) =42, (1) + 42, (1)

Dies muss gleich sein, wie die Summe der
beiden Einzelausgangssignale:

ys(0)=p(0)+ po(0) =222, (1) +2:2-x, (1) =43, (1) +4-x, (1)
— auch erfiillt, d.h. System ist LINEAR!

Beispiel 2:  y(¢)=2x"(¢) linear?

Priifung Homogenit:it:

x (1) =y (0)=2(x,(e) ]

Xo(t) sei 2 mal x,(t): x, t>=2'x1(t)
(=20 () =220, (1) =2:2(x, (1))
Ausgangssignal: 2
=8-(x,(1))

Gleiches Ergebnis bei Verdoppelung des
Ausgangssignals?

yz(t)=2'y1(t)—>yz(t)=2'(2(x1(t))2)=4(x1(t))2

— beide Ergebnisse sind unterschiedlich, daher nicht linear!

2.1.4 Zeitinvarianz

Ein System heif3it zeitinvariant, wenn eine Zeitverschiebung (Verzdgerung oder Vorlauf) im Eingabesignal x(t) die

gleiche Zeitverschiebung im Ausgabesignal y(t) verursacht, d.h.

Funktion erscheinen.
° y(t ) =R-x (t) — zeitinvariant
° y(t)=t-x(t) — zeitvariant

2.1.5 Kausalitit

x(t—7)—=y(t—7) .Am Ausgang muss die gleiche

® kein Ausgangssignal, bevor Eingangssignal anliegt x (t)=0 fir t<t,—y (t)=0 fir 1<¢,

kausal: y(t)ZR'x(t)
® nicht kausal: y(t)=x(—t)




2 Allgemeine Zusammenhinge

2.1.6 Stabilitat

® Reaktion auf ein endliches Eingangssignal ist ein endliches Ausgangssignal
e BIBO - bounded input, bounded output
o |x(dl<M <om]y(r)|<N<w

Beispiel: (¢ ) =2- xz( t) stabil? System ist stabil, da Ausgangssignal stets beschrénkt bleibt:

x(t)ZM—>y(t)=2-M2<oo

‘ Beispiel: y( t ) =0l 42 (t) stabil? ‘ nicht stabil, da Faktor e®"’ zeitlich unbegrenzt wichst

2.1.7 Systeme mit und ohne Speicher

® System ist speicherfrei, wenn Ausgang y(t) zu jedem Zeitpunkt t = t, nur vom Eingang x(t) abhingt
® Beispiele:

[ ] y(t)= 3x2(t) — speicherfrei, y(t) hdngt nur von x(t) ab

° y(t)=2x(t)+ 3x(t—'r) ist nicht speicherfrei

3 Zeitdiskrete Systeme

3.1 Umsetzung zeitdiskretes System in Differenzengleichung
~(+)

X(t) 4>®T> T
2
@ Er )

T 4@

0,5

Umsetzung in y(k)=2x(k)+2x(k—l)+0,5y(k—l)
Differenzengleichung:
Verzogerung wird mit (k-1) umgesetzt, Signale die vom Ausgang
zuriickkommen mit y(k), so werden alle Signale nacheinander in die Formel
eingesetzt.




3 Zeitdiskrete Systeme

3.2 Berechnung der Ubertragungsfunktion zeitdiskreter Systeme

y(k)=2x(k)+2x(k—1)+0,5y(k—1)

y(k) Terme und x(k) Terme werden
auf jeweils eine Seite gebracht

y(k)=0,5 y(k—1)=2x (k)+2x (k—1)

fir y(t) —» G(e™")-e’" einsetzen
fir x(t) » ™" einsetzen
bei Zeitverschiebung  ¢/(* )7

G(@ij)_ejlovT_O’S ‘G(eij)_ej(k—l)wT:z_ejkwT_i_z‘ej(k—l)wT

mit ¢ /" multiplizieren

G (eij ) .e JhkwT— jwkT _ 0 5 G (eij ) . ejkwT — jwTl — jwkT — 2 . ejkwa JwkT + 2 . ejkwajwkaij
s

G(e")=0,5-G (") e =242

G(e")[1=05¢ " |=2+2-e"

umformen:
1
) JwT
G(e.m]‘):z. e 1 / .eij
1 - 2 e jwT
G(e")=2 e +1
e/’wT_ l
2

3.2.1 Berechnung eines Ausgangssignals mit der Ubertragungsfunktion
Ubertragungsfunktion und oy 1
. . G(e')= . N
Eingangssignal 1 3 _ja, 1 Lo X (k) =2-sin (kTr + —)
+Z€ +§ e 2

y(k)=|G(ej")|-2-sin(kn+%—b(ﬁ)) (b = Phasengang)

Betrag der Ubertragungsfunktion jm 1
bilden G("") 3 my L o M eiT=—1
I+=e "+=e " o
4 8¢
o 1 _8
G573
4 8
Phasengang 1( Im (G (jw)] )
b(t)=—tan - // hier =0
Re{G( w)}
Ausgangssignal

=85 s
y(k)—3 251n(kTr+2) 1




3 Zeitdiskrete Systeme

3.3 Faltung

® durch Faltung des Eingangssignals x(t) mit der Impulsantwort g(t) des Systems, erhdlt man die

Ausgangsfunktion y(t):

y(2)

Xty

©

[ f)glt=v)dw=r(t)xg (1)

—o0

System

h(t) I— y(t)

Abbildung 1: Systemantwort durch Faltung

néchster Schritt ist das Spiegeln (Falten) der der Impulsantwort an der y-Achse so dass sie zu

mit der Faltung ldsst sich so das Ausgangssignal eines beliebigen Systems berechnen, sofern die Impulsantwort

werdensozu x(t) und A(T)
h(—7) wird

x(¢) und A(t)

h(t—T)

beide Funktionen werden nun multipliziert und anschlieend iliber den gesamten Wertebereich integriert

°
bekannt ist
® unabhingige Variable t wird durch T ersetzt,
°
e nun wird die gespiegelte Funktion an die Stelle t verschoben:
°
3.4 Eigenschaften der Faltung

e Kommutativitat:

Die Faktoren der Faltung diirfen vertauscht werden:

® Assoziativitit:

fxg=gxf

Sind 3 Funktionen zu falten, faltet man die ersten beiden und faltet das Ergebnis mit der dritten Funktion:

(frg)xh=fxgxh
e Distributivitit:
e Faltung mit Dirac-Impuls:

3.5 Beispiel Faltung

fx(g+h)=f*g+fxh
x(2)%8(¢)=x(¢t) mit Zeitverschiebung:

x(2)x8(t—t,)=x(t—t,)

x(t)zcos(wnt)
g(e)=8(r)=8(r—2)

gesucht: Ausgangssignal y(t) durch
Faltung

Faltungsintegral aufstellen

t wird durch t ersetzt, g(t) wird gespiegelt
und nach t verschoben

()= [ x(x)-gle—)d=

— o0
©

y(t)=f cos(w,T)[8(t—7)=8(t—T1-2)]d T

— 0

- T kann zu +t gedndert werden, da Dirac
keine Breite hat

y(t)=}o COS(WOT)'5(1+T)—T cos(w, )-8 (t+T—-2)d T

Ausblendeigenschaft des Diracimpuls

y(t)zf cos(wot)~6(t+'r)—f cos(w,(t—2))-8(t+t—2)dT

—

Kosinus hangt nicht mehr von T, aus
Integral ziehen

y(t)zcos(wot)-j‘i 6(t+T)—cos(w0(t—2))~T S(t+1-2)dT

Dirac integriert = Sprungfunktion, 1 bei
undendlich 0 bei Minus unendlich, Integral
=1

y(t)Zcos(wot)—cos(wo(t—Z))




4 Fourier-Transformation

4 Fourier-Transformation

4.1 Fourier-Reihen
A 0 _ 0
A = Z Cv'ejm”tICO-l-ZZ|CV|'cos(v wet+ b, )
V=—00 v=1
_ 2w
f t } } > w,= T — Grundfrequenz
=T, T, T, T, T, T, 0
2 4 4 2
Beispiel Signal Fourierkoeffizienten:
T, T,
1 B 1 B
C,=o ) sle)e™dr| | Co== | f(1)ar
T, fT T, fT
2 2
Beispiel

Aufstellen der Gleichung fiir
Fourierkoeffizienten:

~

A.efjvmutdt

0

1
C,==—
v TO

~ =

-

Funktion wird Stiickweise integriert. Hier der Bereich in dem das Rechtecksignal
integriert, im Bereich in welchem das Integral 0 ist, miisste man normal ein zweites
Integral addieren, ist aber hier nicht nétig da 0.

Losen des Integrals: c_ A 1 . D
VT —jw,v L
Einsetzen der Grenzen und 41 v w“% v w“%} T
ausrechnen CV=7~' —e +e - W=
0 JWeV 0
A 1 1| vy vy 1 —
C=r—={~ ‘te 2] - —.'{—e A 2-sin(v—)
Ty wyv Jj J
CV:Ti.wlv[ 2 s1n(v—)] — Tywy=2m
0 %o
y A~sin(v%)
C,= 2-sin(v—)|=——
2Ty Yy
Berechnung von C, A u AT, T
C():_'I:Z]A‘T:_. __|__0 :A
T, LT A AT o

Ist eine Funktion gerade oder
ungeraden, ldsst sich C,
leichter berechnen.

ba'\’\:

-sin V(Dot>dl‘

2
C“:TAJO‘ fg(t) cos(vu) t)de+ j| —

09

gerader / ungerader Anteil




4 Fourier-Transformation

Beispielfunktion ist gerade .

2A 'sin(vwot)} ¢

r
_!)‘ A‘cos(v wot)dIZTO

v W, 0

~

0

Ob‘

2A | . To]
sm VW, t C = sin(vw,—
Voo, ( 0 )] - v TOZH{ ( 04)

]

4.2 Fourier-Transformation

Transformation in den Bildbereich: Riicktransformation in den Zeitbereich:
ff e dt fl=-— fF]w gy
21t

Bei nur geraden / ungeraden Funktionen ist eine Aufteilung sinnvoll:
F(jw)=2-ffg( )-cos(wie)dt+ j| —2- ff )-sin(wt)dt

gerader | ungerader

Beispiel Rechteckfunktion:

T T

Gerade Funktion — gerade Funktion

F(jm)=z.} 1-cos ot )dt =2 sin e 7)

4.2.1 Fourier statt Faltung

Faltung im Zeitbereich = Multiplikation im Ausgangsignal = Eingangssignal gefaltet mit Impulsantwort:
Frequenzbereich
* g —> f

y(t)=x

dT

Im Bildbereich:
Y(jw)=X(jw)G(jw)]

4.2.2 Zeitverschiebung

Ist Funktion im Zeitbereich verschoben, | f(;—1 ) —>F(jw)e /"
wird im Frequenzbereich mit e-Funktion

Multipliziert Beispiele:
fle)=s(t—2)——>F(jw)=(ms(w )+_) —jw?2
jw
f(t):S(H'z)H_’F(j(D):(Tr6(w)-ﬁ-;).e”‘”'z
jw




4 Fourier-Transformation

4.2.3 Frequenzverschiebung

Frequenzverschiebung im Bildbereich,
Multiplikation mit e-Funktion im
Zeitbereich

[(t)e"" = —F[j(w—w)]

4.2.4 Differentiationssatz und Integrationssatz

Differentiation

Differentiation im Bildbereich durch Multiplikation mit  (jw)"

wobei n die n-te Ableitung angibt

Integration

Integration im Bildbereich durch Division mit ( J 00)

10




4 Fourier-Transformation

4.2.5 Korrespondenztabelle

Originalfunktion f(t) | Bildfunktion F(Gw) Originalfunktion f(t) | Bildfunktion F(jw)
5(¢) 1 1 278 (w)
— 1 t
cos(w, 1) d(w—w,) 16 (wtw,) sin(w,?) 16(m—w0)+16(w+w0)
J J
sen(t) 2 (1) 8 (w0) +—
Jw Jw
. t)-si t
s(1)-cos(wy?) T (=) + =8 (w-+uw,) () sin(w,?) %6(00 wy)+ 58 (w+aw,)
+ ij P + 2000 2
w,—w w,— W
s(t)e 1 s(t)t"e ™ 1
atjw (a>0bzw. Rea>0) — (a+ju))”+1
n=0,1,2,..) (a>0bzw. Rea>0)
S(t).eim.cos(wot) ]u)-i-a S(t)'eiat'sin(wot) J(k)“l‘a
(jw+a)+w; (jw+a)+wg
(a>0bzw.Rea>0) (a>0bzw.Rea>0)
e (a>0) 2a eialtkcos(wot) 2a(w’+wp+a’)
a’+w’ (a>0) (W —wp ) +a* (2w’ +2wi+ad’)
e’ (a>0) o
,\“ —e 4a
a

11




5 Laplace-Transformation

5 Laplace-Transformation

5.1 Tabelle spezieller Laplace-Transformationen

Bildfunktion F (s Originalfunktion f(s Bildfunktion F (s Originalfunktion f S)
g g
1 6 (t ) (Dirac-Impuls) l— s (t) (Sprungfunktion)
L t (R N =r
e (Rampe) $ )
2 2
= ’ = 37
s s
m! " 1 e —1
s ! s(s—a) a
1 w 1 R
s—a ¢ (s—a)(s—b) a—b
! e s ae"=be"
(s—a)? ¢ (s—a)(s—b) a—b
s w 1 e"—at—1
(s—a)’ (1+at)e s*(s—a) a
1 (at—1)-e"+1 1 lt2~em
sla—a) a (s—a) 2
S 1 2| « s 1 2, at
—ar*| —a’f+2at+1] -
(s=a) [3o)- (s—a) (3°42me1) <
1 t”’I 1 e
- 123 n=123
s" (m ) (n—1)! (s—a) ( (n—1)!
1 sin(at s
s*+a’ ((1 ) s*+a’ cos(at)
in(b)-s+a-cos (b b)-s—a-sin(b
sin(b)-s+a-cos(b) sin(at+b) cos(b)-s—a-sin(b) cos(at +5)
s*+a’ s’+ad’
1 e”-sin(at) s—b M. cos(at)
(s—b)z—i-az a (S—b)2+az € rcosta
1
T sinh(a—t> zs 5 cosh (at)
s'—a a s‘—a
1 ¢"sinh (at s—b
(e e o eosh(ar
1 sinz(at) s’ +2a° 2(at)
S(S2+4a2) 2a2 S(S2+4a2) COS (a
S t‘sin(at) s'—a’
(s2+a2)2 2a (s*+a’)? t-cos(at)
arctan( g) sin@
N t

fiir alle Zeitfunktionen gilt:

12

7(t)=0 fir t<0




5 Laplace-Transformation

511

Partialbruchzerlegung

(

N

zZ\X
® jede echt gebrochenrationale Funktion vom Typ [ (x ) = ( ) lasst sich in Partialbriiche zerlegen
n{x
Vorgehensweise:
Reelle Nullstellen des Nennerpolynoms
n(x) nach Lage und Vielfalt bestimmen
Jeder reellen Nullstelle wird ein ) A
Partialbruch zugeordnet x; : einfache Nullstelle - —x,
4, 4,
Aj, A,, ... A, —noch unbekannte x,: zweifache Nullstelle - —x + P
Konstanten ()
fache Nullstell - = A
Xn: n-fache Nullstelle — 20 P
X=X (x—x,) (x—x,)
Bestimmung der Konstanten Alle Briiche auf gemeinsamen Nenner bringen (Hauptnenner) und
Konstanten bestimmen.
— einsetzen der Nennernullstellen liefert erste Losungen
— fehlende erhélt man aus beliebigen Einsetzungen

Beispiel: L
5 (S +2 )
: -2
Nullstellen und Partialbruch il . A B n C
2 7 g+2 2 s
s;=0

auf Hauptnenner bringen

A-s"+B(s+2)+C-s+(s+2)

s+ (s+2)
Urspriingliche Funktion und 1 A-5"+B(s+2)+C-s(s+2) ) .
Partialbruch gleichsetzen (s+2) 4+ (542) —  s°+(s+2) kiirzen

1=4-5+B-(s+2)+C-s-(s+2)

Erste Nullstelle ei : 1
TS e_Nu stelle einstellen 1=042-B40 — B=~
5,=0 2
Zweite Nullstelle einsetzen _ _1
5, =—2 1=4-44+0+0 — 4=
Beliebigen Wert einsetzen _1.1 .
und letzte Konstante 1= 4 + 2 3tC3 1
ermitteln:  s=1 7 - ==
1 =7 +3C B

13




6 Z-Transformation

6 Z-Transformation

6.1 Korrespondenzen der z-Transformation

14

f(k) F(z) Konvergenzbereich
6(k) 1 ganze z-Ebene
s(%) - 2> 1
z—1
zs (k) z |z|> z,
z—2z,
sin(Qgk)-s (k) z+sin(Q,) |z|>1
zz—Zz-cos(u)O)-i- 1
cos(Q k) -s(k) z+(z—cos(Q,)) |z|>1
22 —2z-cos(wy)+1
kezpes(k) Z°Zg |z|>z,
(Rampenfunktion) (z— ZO)Z
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