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2 Mathematik

2. Mathematik

2.1. Allgemeines

2.1.1. Wichtige Winkel
a 0 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
x| 0z LA - -
6 4 3 2 3 4 6
sin 0 1 ﬁ \/5 1 ﬁ ﬁ 1 0
x 2 | 2 | 2 2 | 2 | 2
cos 1 ﬁ ﬁ 1 0 1 2 ﬁ -1
X 2 2 2 2 2 | 2
tan 0 1 1 @ + o0 7@ -1 1 0
X \/5 \/5
2.1.2. Allgemeine Rechengesetze
Bruchrechnen
* *
Addition: 3+£ :w = Hauptnenner bilden
b d b*d
*xd _h*
Subtraktion: ac_ M = Hauptnenner bilden
b d b*d
*
Multiplikation: a,c_ac = zusammenfassen
b d b*d
*
Division: 3:£ a*d = mit dem Kehrwert multiplizieren
b d b*c

Binomische Formeln

Erste binomische Formel: [a+ b2 = a2 + 2ab + b?
Zweite binomische Formel: [af b2 = a2 - 2ab + b?

Dritte binomische Formel: a+ b':af bl =a%-b?

2.1.3. Rechenregeln e-Funktion u. Potenzen
a b a+b e? a-b 1 —a a\P a*b
e*e’ =¢ —=¢ —=e (e) =e
e° e?

bxb " =a"*p"



2 Mathematik

2.1.4. Rechenregeln Logarithmus

In(a* b) = In(a) + In(b) In(%j:ln(a)fln(b) In(ab) =b*In(a)

2.1.5. 2er Potenzen

270=1 271=2 2/2=4 2/3=8
2M=16 2/5=32 2"6=64 2/7=128
2"8=256 279=512 2°10=1024 2/°11=2048
2°12=4096 2/°13=8192 2/°14=16384 2/15=32768
2"°16=65536 2717=131072
2.1.6. ,»Mitternachtsformel”“ zum Lésen von quadratischen Gleichungen

p, |p?
pg-Formel (Gleichung in Form: X + px+q=0) Xyo 775J_r i q
abc-Formel (Gleichung in Form: ax’ + bx + ¢ = 0): X/ 7%

a

2.1.7. Wurzelrechnung

allgemein: wenn a" =b, dann heil3t a:Q/E > bei a>0Ab>0
1
Umwandlung in Potenz: Q/E =b" zu schreiben

n+m

Q/E*Q/E:aﬁ:” ah+m
Wurzeln aus Wurzeln ziehen: Y¥a ="Ya
n[a* — Q/E* Q/E

. . a
Wourzeln aus Briichen ziehen: HB =

:—\/— \/5 B .2:10;\/5:2*\/6

b
'Ja Jarda  a RN

Wurzeln multiplizieren:

Wourzeln aus Produkten ziehen:

2> b=0

Rationalmachen des Nenners:




2 Mathematik

2.1.8.

allgemein:

Sinus:

Kosinus:

Sinus:

Kosinus:

Trigonometrische Funktionen

a: Gegenkathete
b: Ankathete
c: Hypothenuse

. a
sna ==
c
b
cosa = —
c
sn(x+y)=snx+sny

0. Q.

cosf

in(2x)=2* §n x* cos x
X+

¢ a
b
a _dgn
Tangens: tang =2 = 21%
b cosa
Kotangens:
b cosa 1
cota = =—
a sna tana

+
n(xi ) cosy*dnxtcosx*sny

y)=cosx* cosy—sinx*sny

cos(X— y)=cosx* cosy+sn x*sny

2

cog 2x) = cos? x—sin? x

cos?x+sn?x=1>cos? x=1-sn?x > cosx=y1-sn?x



2 Mathematik

2.1.9.

Horner Schema

Beispiel Berechnung des Funktionswertes der Funktion f(X) =5x° +10x? —20x+100 an

der Stelle x=4 berechen.

Werte der Koeffizienten
in Tabelle schreiben

| 5] 10| -20] 100 «———— Koeffizienten des Polynoms
4 | 5
T Koeffizienten der gréfiten Potenz von x hier eintragen
x-Wert

Hinweis: Bei ,leeren” Koeffizienten, z.B. 0x? muss eine 0
eingetragen werden.

1. Schritt
ﬂ“\*
5| 10] 20| 100|
A I N 30] [ |
mal 4*5+10=40
2. Schritt
ﬂ“—s\
[ 5| 10] 20| 100]
4 [ s N\ 30l 100| |
\ mal/ 4*30-20=100
3. Schritt
. lus
—  der Funktions plu
kann nun direkt [ 5| 10] 20| 100]
5| 30] N 100 500|

abgelesen werden
- 500

my 4*100+100=500

Horner Schema fur Polynomdivision

Beispiel: Nullstellenberechung fiir Funktion y= x2—2x? —5x+6

Erste Nullstelle raten

X1:l

Horner Schema
erstellen

| 1 2 -5 6 |
1] 1 -1 -6 0

> neue Funktion: y=x’-x-6

Bleibt im letzten Feld ein anderer Wert als eine 0 stehen, so
handelt es sich um den Rest der Division.




2 Mathematik

2.2. Vektorrechnung

2.2.1. Normieren eines Vektors
2 1 2
r=[3 ﬁ* 3 [F|=+v2?+3%+1° (Betrag des Vektors)
r
1 1

2.2.2. Addition und Subtraktion von Vektoren

G-G) 20 comammanese

2.2.3. Skalarprodukt (inneres Produkt)

2 2
a=|3| b=|3 aeb=a,b, +ab, +a,b, =2*1+3*3+1*5=16
1 1 _
= deb
oder: aeb =|al* o|* cos(p) OOS(‘P):w
2.2.4. Kreuzprodukt (nur bei 3 dimensionalen Vektoren mdoglich)
1 2) 2*1-3*3 (2-9 -7
. . - entstehender Vektor steht senkrecht
23 =3"2-1"1=\6-2|= 4 auf den Vektoren
1*3-2*2 |3-4 -1 - Betrag = Flache des aufgespannten
1 Parallelogramms

2.2.5. Spatprodukt (Volumen des Parallelepipeds)

aX bX CX
(axb)ec =detjay, b, cy
aZ bZ CZ
2.2.6. Projektion eines Vektors auf einen anderen

aprojiziert auf b

& = a_.zb *b
|b




2 Mathematik

2.2.7. Lineare Abhangigkeit bei Vektoren

b

T

b a
—>
linear unabhangig parallel (linear abh&ngig)

(s}

a

- Vektoren sind linear unabhéngig, wenn der Rang der Matrix (S. 12) Rg A = n (Anzahl
der Vektoren)

Beispiel
1Y3 13

det =1*5-3*2=-1 = linear unabhanig
2)\5 25
1)3 13

det =1*0-3*0=0 = linear abhanig
o\O 00

2.2.8. Bildung Orthonormalsystem (Gram-Schmidt)

Alle Vektoren in einem Orthonormalsystem stehen senkrecht aufeinander und sind
normiert.

U =vy uzzvzfvz.ul* Ug =Vg— el V3 olz
Uy ® Uy Uy e Uy U, eu,

Beispiel'
2

\717 vzf v37 2 U =Vy=|0
0

2 -1 2
27173*0 03:2572*075*1:1
1 0 -1 0 0 1 -1

Die Vektoren missen abschlieBend noch normiert werden (S. 8)!
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2.3. Matrizen

2.3.1. Addition und Subtraktion von Matrizen
[1 1] [3 2] [4 3) e  wie Vektoren komponentenweise

2 2 + 2 3] la 5 . mussen gleich groR sein

2.3.2. Multiplikation von Matrizen mit Skalaren

L1 2 3 6 e  bei Skalar wie Vektor
34) |9 12

2.3.3. Matrizenmultiplikation:

1 2)(2 -1) (8 9
4 7)(3 5) (29 31
Berechnung mit Tabelle:

2 -1 = 1*2+2*3=8
Schnittstelle der Matrizen muss passen:

+ 3 5 )
1 Z (|8 | 9 Amn) * Bn,p) =Cm,p)
7 29 31

4 Schnittstelle n muss passen (Zeilen, Spalten)

Hinweis: nicht kommutativ A*B= B* A

2.3.4. Symmetrie von Matrizen

Matrix ist symmetrisch

4 -2
Bsp.: A=| 4 3 - symmetrisch zur Hauptdiagonalen
-2 3

A=-'A]> Matrix ist schiefsymmetrisch

. bei Spiegelung an der Diagonalen andern
sich die Vorzeichen der Elemente

. Hauptdiagonalelemente miussen
verschwinden

10



2 Mathematik

2.3.5. Determinanten
. Matrix muss quadratisch sein
. bei Zeilentausch andert sich das Vorzeichen
. Multiplikation oder Division einer Zeile > Det. mult. bzw. div. mit Faktor
. keine Anderung, wenn Zeile/Spalte (mit Vielfachem) zu einer anderen addiert

wird

Ausrechnen mit Laplace
Entwicklung nach einer Zeile/Spalte, Vorzeichen entsprechend dem ,Schachbrettmuster”

Beispiel Entwicklung nach Zeile 1:

te]

—— 6 9 6
6 "8 "9|=1* - 2% +5% = det(—61)
P 5 7 7
7 5 '3
Unterdeterminanten bestimmen
2.3.6. Direktes Bestimmen (bis maximal 3x3 Matrix)

Hauptdiagonalen jeweils multiplizieren und addieren, Nebendiagonalen multiplizieren und
addieren und von den Hauptdiagonalen subtrahieren.

2-reihig: 1 2
><4 =1*4-2*3=-2

3
3-reihig: 1 @ a3 D=(apn*ap*az; + ap*azg*agy + a;z*ay*asp)
Az axp axg —(az*an*ag + ap*az*ag + an*ax*ayp)

a3 azp ag

2.3.7. Ausrechnen mit Gaul

e  obere oder untere Dreiecksmatrix auf 0 bringen (durch Zeilenumformungen, siehe
2.3.5), dann Hauptdiagonale multiplizieren.

Beispiel:
1 2 1 2 erste Zeile (-3) * zu zweiter Zeile
=1*(-2)=-2 . . .
34 P (-2 addieren, Hauptdiagonale multiplizieren
2.3.8. Transponierte einer Matrix

4 2

Il
o N P
N AW

17 8
Zeilen und Spalten werden vertauscht, Beispiel: (3 )

11
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2.3.9. Einheitsmatrix

Die Einheitsmatrix besitzt auf ihrer
Hauptdiagonalen jeweils den Wert 1,
restliche Elemtente 0.

Esgilt: A*xE=A

m

Il
o O -
o O
~ O O

2.3.10. Orthogonale Matrix

Matrix ist orthogonal, wenn A=Al bzw. A*A' =E (transponierte ist gleichzeitig die
inverse Matrix).

2.3.11. Inverse Matrix bilden
A* A™! = E (Einheitsmatrix)

bis 2x2 Matrix:

ab 1 1 d -b
A= Al = o«
c d a*d-b*c \-c a
Ansonsten GaufB3-Jordan-Verfahren:
345!100 e  Einheitsmatrix an Matrix anhéngen

12 3 ! 010 . Zeilenumformunge_n bis vorne die Einhei_tsmatrix
! steht, dann steht hinten die inverse Matrix und kann
502001 abgelesen werden
. Nur Zeilenumformungen mdglich
e  Vorgehen: zuerst untere Dreiecksmatrix erzeugen,
dann obere
° inverse nur bei regularen Matrizen maoglich

2.3.12. Regulére/Singulare Matrix

regulare Matrix: det=0
singulare Matrix  det=0

2.3.13. Rang einer Matrix
- Zeilenanzahl der gréRten Unterdeterminante von A =0

2.3.14. Umformungen die den Rang nicht &ndern

. 2 Zeilen / Spalten vertauschen
e  Zeile / Spalte mit A0 multiplizieren
e  Vielfaches einer Zeile / Spalte zu einer anderen addieren

Beispiel:
125 1 2 5

A=|7 4 3|-7*1 = |0 -10 -32 = Rang =3
080 0 8 0

12



2 Mathematik

2.3.15.  Spur einer Matrix
Summe der Diagonalelemente einer Matrix
ay 612]

(A =a,; +a
By A &1+ 3

Beispiel: A:[
2.3.16. Lineare Gleichungssysteme
A*X=C¢C

Q1% +apXs +azXs =0

Ay Xy +AxpXy +ax3X3 =Cy
Az X3 + gy Xy + AzzXz =C3

In Form bringen (untere Dreiecksmatrix herstellen):

&1 d2 3 |G
d33 | C3
Lésungen:
3
5

0 Variable frei wahlbar (0=0)
7 eindeutige Losung (x3=7)
8 keine Losung fir LGS

2.Variante:

o O O, N
o B OIN O

1
0
1.Variante: 0
0
0

3.Variante:

Ermittelte Variable in nadchste Ebene einsetzen und nachste Variable berechnen.

Hinweis: Nur Zeilenumformungen sind erlaubt, Tausch und Addition einer Zeile mit
Faktor!

13



2 Mathematik

2.3.17. Eigenwerte und Eigenvektoren

-2 -5
Beispiel Berechnung Eigenwerte und Eigenvektoren: A:[ 1 J

4

1. Aufstellen der charakteristischen Gleichung
-2-1 -5

‘ 1 4—/1‘
=(2-1)*(@4-1)-(-5*)=0
=1°-2-3=0 (A%~ P(A)* A +det(A) = 0)

Auf Hauptdiagonale A
subtrahieren.

2. Losen der charakteristischen Gleichung

_ —bx+b’-4dac 2+4+12 2+4
2a 2 2

NS

=
N

N
]
w

Die charakteristische Gleichung
muss geldst werden, die
Nullstellen des Polynoms sind
die Eigenwerte der Matrix.

3. 1; einsetzen in das LGS

-2-3 -5, (w) (O
1 4-3) (v, lo

o V) 0) +5*2Zdle
Vi, 0

Eigenwerte jeweils in A
einsetzen und das LGS l6sen.
Matrix ist immer det(0), das
LGS daher unterbestimmt, eine
Variable frei wahlbar (S. 13)

i +V, =0
V=V, v, =a setzen

Vi wird als Parameter o
gesetzt.

4. Eigenvektor normieren

Bei der Normierung

1 (-1 verschwindet der Parametera.
V [ p—
1 \E 1
5. Probe AnschlieBend den zweiten
P(A) =4, +14, Eigenvektor mit A, analog

det(A) =1, * A,

bestimmen.

14
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2.3.18. Diagonalmatrix

—  alle Elemente auRerhalb der Diagonale sind O
—  Berechnung der Inversen: Diagonalmatrix ist genau dann invertierbar, wenn kein
Eintrag der Hauptdiagonale 0 ist. Inverse Matrix berechnet sich dann wie folgt:

G G

—  Eigenwerte von Diagonalmatrizen: die Eigenwerte von Diagonalmatrizen sind die

Elemente der Hauptdiagonalen:

o3

1 0
Eigenvektoren:v, = (0] vy = [1]

=1 1,=3

2.3.19. Matrizen potenzieren mit Eigenwerten

Es gelten folgende Zusammenhange:
AL =v* ATy (inverse)
bzw. wenn A symmetrisch und die Eigenvektoren

V = Matrix der Eigenvektoren
A = Matrix der Eigenwerte in
Form:

normiert sind: 12 0 -
A5 =y * A5V (transponierte) 0 A a
Beispiel: 1. Schritt

15 _(5 27
A” = 6 —2 Eigenwerte: ;=1 ; 1,=2

Eigenvektoren: v, [l] V. [2]
V1 2=
2 3

Berechnung der Eigenwerte
und Eigenvektoren (S. 14).
Diese mussen nicht normiert
werden, da sich die Normierung
durch Multiplikation mit der
inversen wieder herauskiirzt.

s (1 2) (% 0) (3 2
AP = * *
2 3 o 2% 2 -1

Eigenvektoren in Matrix
schreiben, multipliziert mit A™®,
multipliziert mit der inversen
Matrix der Eigenvektoren
(S.12).

15

131.069 -65.53
196.602 —98.300

Matrixmultiplikation durchfiihren
(S. 10).

15
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2.3.20. Hauptachsentransformation

Ziel: Durch Uberfiihrung einer Funktion in die Normalform, soll eine Klassifizierung

erfolgen um welchen Typ von Fléche es sich handelt.

Beispiel:
@y X’ + 8y + 8p o)y +biX+ Dy +d =0
62 +9y? + 4xy — 40x— 30y +55=0

ay 2,21
(% y)
392 21

- Fo
wrfs 30

1. Matrix aufstellen

1(1 1 (-2
=10 vlzE 5 Ay =5 szfl

2. Eigenwerte und
Eigenvektoren der Matrix
bestimmen (S. 14) mit
anschlielender Normierung

1(1 -2 10 0
V=—r A=
5(2 1 0 5

3. Matrizen V und A aufstellen

Hinweis: det(V) = 1, bei
det(V)=-1 muss die
Reihenfolge der Eigenvektoren
vertauscht werden.
Reihenfolge in A beliebig

(e,n)-A-[‘g}(bl,bz)-v(‘g}d:o
n n

10 0) (e 1(1 -2) (¢
(g’”)'[o 5]'[17}(740’730)?[2 1}'(nJ+55:°

1) (gn)-[lg g]-(;j:mﬁ + 52

_a0,-30). L[ 2] [¢)__10¢ 50
?) 030 JE[Z 1][77] NN
ergibt:

1092+572—100€ Y

+_
NN
%24n? —£+ﬁ+11:0

NG

+55=0 /:5

4. Einsetzen in Gleichung

16
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2:2 472 —&JrﬂJrll:O

NG
2e2 +n? - 4B + 2Bn+11=0
2(5272\65) (+n2+2«@n) +11=0
2(e -\5)>-10 +(@n+5)°>-5 +11=0
2(e —+/5)% + (7 +~/5)> = 4

5. Verschiebung durch quad. Ergénzung
beseitigen

Formel fur quad. Erganzung:

2 2
a-x’+b-x=a- x+£ i
2a 4a

ves—5
Einsetzen:
22+w?=4 [:4

vZoow? VoW

—t—=1 = —+—==
2 4 20 2

w=n++/5

6. Einfihrung neuer Koordinaten und
Ablesen der neuen Funktion - hier
Ellipse.

17
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2.4. Komplexe Zahlen

V-1=i («/71)2 =(-1)
> Alle Rechnungen wie gewohnt aber % =-1.
Komplexe Zahl: 5+3 (Realteil, Imaginarteil)

2.4.1. Komplexe Zahl im Nenner
2 2% (L+i) 242 2+72i . Erweiterung mit dem konjugiert
—= = = =1+i
151 @-iA+i) 12-i2 2 == komplexen Term.
2.4.2. Multiplikation von komplexen Zahlen

(a+Dbi)* (c+di) = (ac—bd) + (ad +bc)i
Bsp: (3+4i)* (2+3) = (6-12) + (9+8)i = —6+17i

2.4.3. Konjugiert komplexe Zahl
z=a+bhi Z=a-hi (Vorzeichen des Imaginarteils andert sich)

18



2 Mathematik

2.4.4. GauBB3sche Zahlenebene

Im ) Darstellung der komplexen Zahl im
T4 zweidimensionalen Raum.
= 342i - Dadurch keine Vergleichbarkeit von
B i i g ' komplexen Zahlen, da sich diese nicht
1 : anordnen lassen, wie auf einen
1i : Zahlenstrahl.
| | | | | | [ | |
T T T T T T T T
4 5 12T 1 7213 4 '5 gy
—+-11 :
T=2iT .
3-2i
T-31
2.4.5. Betrag einer komplexen Zahl
. - im Betrag taucht die komplexe
_Ja2.p2 _ 2 2
azbi  |4-va?+b? - Re(z) +Im(2) Zahl i nicht auf
2.4.6. Darstellung von komplexen Zahlen
kartesische Darstellung: z=a+bi zB.5+3

trigonometrische Darstellung: z=r*(sng +i* cose) (in Praxis nicht verwendbar)

Exponentialform: z=5+¢? (geeignet fur Multiplikation, Division und
Potenzierung von komplexen Zahlen)

2.4.7. Umrechnung der Darstellungen
Polar nach Kartesisch Kartesisch nach Polar
a=r*cos
it r=+va? +b?
b=r*dng b
¢ =arctan—
a

(Winkel ist mehrdeutig!)
tan ist n periodisch z.B.:

z=1+i ¢ :arctan£:£:45°
1 4

z=-1-i ¢= 1z

- Uberlegen wo der Winkel liegt!
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2.4.8. Rechenregeln Exponentialform
. z . -
2%, :rl*rz*el(¢1+¢2) A 1 xgilelte2) 2P :(r*eﬂp):rb*e'«’ b
Z; I
2.4.9. Potenzierung von komplexen Zahlen

. iz iZx9 o
i (0+1)? =@ e¥) =(1re2)°=1%re 2 =1%e 2

9% = mehrmaliges Umrunden des Zeigers (2r = eine Umdrehung)

T

i—
Ergebnis: 1*e 2 =i (Zeiger hat 4-mal umrundet)

2.4.10. Radizieren von komplexen Zahlen
- Jede n-te Wurzel hat n-Ldsungen!

22k (22K
Q/;:(r*ei(szank))l/b:rl/b*e b :t\)/F*e b b
Beispiel 1:
ol
\/Z: (4* e|*o)1/2 :«/Z*e 2 _oxg*0 =2
. iorel .
\/Z:(4*e'2”)1/2:\/z*e 2:2*elﬂ:;2
Beispiel 2: Beispiel3:
] ok . T i
%:(1*@*0)1/3:%*8 le*el*oz:l_ \/i_:(l*e 2)1/2:ﬁ*e 4
i*z,[*l Lior i*£+ﬁ is
— (e ¥ )3 _3f1xe T 3 1 Vi=@e 2 )2_\f1xe 4 2 —1xe 4
et
- oi*4r )1/3 _ %* e 3 _qxg0°

2.4.11. Logarithmus von komplexen Zahlen
- Rechenregeln fir Logarithmen siehe S. 5.
In( = In* €"°) = In() + In(e"®) =0+i*0

" L - unendlich viele Lsg.

=In(1*e" ) = In(1) + In(e"*ZK) = 0+i* 2tk k>Z

0 = Hauptwerk, Imaginarteil [0,2x[
Beispiel:
In(—e) =In(e) + In(€" 2y =1 1i(r + 2rk)

20



2 Mathematik

2.5. Analysis

25.1. Nullstellen
y= X2 +2 y=0setzen 0= x2+2 x?=-2 x=+-2 - keine reelle Nullstelle

y:x272 y =0 setzen 0=x2-2 x?=2

—b+vb2 -4ac -0+0-4*1*(-2) +,8 283
) . Xl2:— Xl2: = ~+
Mitternachtsformel: 2a
xX1=-141 x2=141

2 2 2

25.2. Symmetrie

f(-x)=f(x) > Achsensymmetrisch
Bsp.: f(x)=x 2224 2%=4 </

-f(x)=f(-x) = punktsymmetrisch im Ursprung /
Bsp.: f(x)=x -2°=8 2°=8 A

2.5.3. Monotonie

Streng monoton wachsend: f'(x)>0
Streng monoton fallend: f'(x)<0
Monoton wachsend: f'(x)>0

Streng monoton, wenn Funktion immer ansteigt, d.h. keine Sattelpunkte
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25.4. Hochpunkte, Tiefpunkte, Wendepunkte
Vorgehen: Ableiten, Gleichung 16sen und mit Bedingung Uberprifen.

Hochpunkt: f/(x)=0 und "(x))<0
Tiefpunk: f'(x)=0 und "(xy)>0
Wendepunkt: f/(x)=0 und f"(x,)=0 > Hinweis: einfache Nullstelle

25.5. Periodizitéat
f(x £ p) =f(x) Beispiel: sin(x + 2n) = sin(x) Periode: p = 2n

2.5.6. Umkehrfunktion

Vorgehen: - x und y vertauschen und nach y auflésen
- Definitionsbereich und Wertebereich vertauschen sich

Beispiel: +£(x) f(x)=x
y=2x+1 (f(x))
Umkehrung: x =2y +1/-1
x-1=2y/:2

0.5x-0.5 =y (g(X)) -2 29(¥)

2

—4

. Umkehrfunktion wird an f(x) = x gespiegelt
e jede streng monoton wachsende oder fallende Funktion ist umkehrbar

25.7. Koordinatentransformation

Bei Umwandlung Kartesisch nach Polar: x=r * cosp y=r*sing r2=x?+ y2
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2.6. Gebrochenrationale Funktionen
x3 —6x% +12x—8

Beispiel: f(x) =
X% -4

2.6.1. Nullstellen

. Nullstelle wo das Zahlerpolynom den Wert 0 annimmt, aber Nennerpolynom von 0
verschieden ist

2.6.2. Polstellen

. Nullstellen des Nennerpolynoms
. kann die Nullstelle Gber Linearfaktoren mit Z&ahler gekirzt werden, so kann
Definitionsliicke behoben werden, ansonsten Polstelle

2.6.3. Asymptotisches Verhalten im Unendlichen

. zuerst Definitionsliicken beheben
e anschlielend Polynomdivision Zahler/Nenner
. es entstehen Lineare Funktion + Rest - lineare Funktion > Asymptote

Beispiel 1 (Behebung der Definitionsliicken):
x3 —6x% +12x-8

f(x)=
x> -4
1. Nullstellen ermitteln Zahler
x1=2 (raten, weitere durch Polynomdivision) 4% l6-16 ~ 4i\/6 72
(x3—6x2 +12x—8) 1 (Xx—2) = X% —4x+4 X23 = 2 R
7(x3 _ 2x2) - doppelte Nullstelle
—4x? +12x
—(~4x2 +8x)
4x—-8
—(4x-9)
0
2. Nullstellen ermitteln Nenner 3. Zerlegung in Linearfaktoren
X2-4=0 X =-2 ,%X =2 =2)(x-2)(x-2)
H—2)(x+2)
behebbar bei x=2
4. Behebung
- einsetzen von x=2 in die gekiirzte Formel:
(2—2)(2—2):9:0 £(2)=0
(2+2) 4
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Beispiel 2 (Asymptote im Unendlichen)
Restfunktion aus Beispiel 1 - Polynomdivision

(x-2)(x-2) S (P —Axsd):(x+2) = x-6 |+ 16 - Asymptote im unendlichen
(x+2) X+2
—(x% +2x)
-6x+4
—(-6x-12)
16

2.7. Mehrdimensionale Extremwertberechnung

2.7.1. Berechnung von Extremalstellen mehrdimensionaler Funktionen
Beispiel: f(xy) :3xyfx37y3
TnT | ool
f, =3x-3y*
fy = —6X foy =3
fyy =-6y fix=3
Erste Ableitungen 0=3y-3x /:3

gleich 0 setzen
0=3x-3y?> /:3

0=y-x?

0=x-y?

Es entsteht ein Gleichungssystem welches zu I6sen ist durch
entsprechende Umformungen:

0=x-y* = x=y?
Einsetzen in erste Gleichung :

Ozyf(yz)2 = 0=y-y' = 0=y(l-y’)

Lésungen:
$1=0 %=0
Y2=1 %=1
Ermittelte Punkte Notwendiges Kriterium:
untersuchen ob D = 1 (%0, Y0) Ty (%0, Y0) [ Fy (%, Y)I2 > 0

Extremstelle
(einsetzen x und y Wert in zweite Ableitungen)

Ist dieses erfiillt, dann bedeutet:
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f (X0, Yo) <O = relatives Maximum
(X0, Yo) >0 = relatives Minimum

Im Falle D > 0 liegt ein Sattelpunkt vor, bei D = 0 ist keine
Entscheidung mdoglich.

Beispiel:

X=0,y=0 D=0-0-9=-9 = kein Extrempunkt

Xo=1,y,=0 D=(-6)-(-6)-9=27 = Extrempunkt
fi(LD) =-6 = Hochpunkt

Extrempunkt:

fL)=2z=311-83-13=1

P1=(1,1,1)
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2.8. Extremwertberechnung mit Nebenbedingungen

2.8.1. Direktes Auflésen der Nebenbedingung

—  Hinweis: direktes Auflésen ist nur bei einfachen Problemen méglich und beinhaltet in
der Regel eine Menge Rechenarbeit

Beispiel: Maximum der Funktion f(X,y)= xy unter der
Nebenbedingung x+y=1

Auflésen der NB nach x x=1-y

Einsetzen in Funktion f(y)=(1-y)y=y— yz

Funktion ist nur noch von einer Variable abhéngig.

Ableiten der Funktion und f'ly)=1-2y

erste Ableitung gleich 0 fr(y)=-2
setzen
0=1-2y
2y=1 /+2
gyl
_2
Einsetzen von y in NB
v x+£:1 /7l
2 2
1
X:_
2

Die zweite Ableitung ist negativ fur alle Y > Maximum.

2.8.2. Lagrange-Multiplikatoren

Methode der Lagrange-Multiplikatoren ist eleganter las das direkte Einsetzen, es basiert
auf den Ansatz:

L(xy) = f(6y)+4-9(x) |

Man bildet die partiellen Ableitungen f,,f,,0x,0y und l6st das folgende homogene
Gleichungssystem:

fy+4-0,=0
fy+4-9,=0
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Beispiel: Funktion: T(x,y) =1+ xy
Nebenbedingung : g(x, y) = x* + y? -1
Partiell ableiten T,=Yy Oy =2X
Ty =X gy = 2y

T =0 Ty =1
Ty =0 T,=1

Lagrange-Gleichungen 0=y+2x4

0=Xx+2yA
Gleichungssystem —  erste Gleichung nach A auflésen:
I6sen O=y+2yL /-y
—-y=2yA [+Xx
Yo =2
X
Y
2X
— in zweite Gleichung einsetzen:
y?
O0=x——
X
2
Lx1x = vy =2 1
X
y=X
In Nebenbedingung 4ix2-1=0
einsetzen 1
2x%=1 /22 = x*=2
2
1 1
X=t— =t—
Z T
Nun Maxima Punkte in T(x,y) einsetzen, Maximum ist T max=1,5 fir die
bestimmen Punkte:
1 1 1 1
——,——| und | —=,—
V2 2 V2’2
Bsp.:
1 1
T(XYy)=1+| ——-—[=15
1ot
1 1
T(X,y)=1+| —=-—[=15
IPRUEREY
1 1
T(X,y)=1+|—-——|=0,5
IPRTE.Y

27




2 Mathematik

2.9. Differentialrechnung
2.9.1. Ableiten mit Differentialquotient
Bsp.: y:x2 y'=2x
2_ 2 2 2 2
£1(x) = lim f(x+Ax) - f(X) ~ lim (X+AX)“ =X ~ lim X+ 2AXX+ AXS =X
Ax—0 AX Ax—0 AX Ax—0 AX
2AXX+ AX2
= lim ———=2x
Ax—0 AX =
2.9.2. Grundableitungen
f(x) f(x) f(x) f(x)
X" X" tan’(x) 1
1+ X2
1 1 ex ex
X X2
sin(x) cos(x) a (In a)*a”
cos(x) -sin(x) In(x) 1
X
tan(x) 1 10ga(X) 1
cos? x (Ina)* x
sin(x) 1 Ableitung Sinus-Kosinus:
V1-x2
cos™(x) 1
1-x2
2.9.3. Ableitungsregeln
FresuiegEl (F00%g09) = 109*g'(9+ (97 g(9)

Quotientenregel:

Bsp: (x*sn(x))'= x*coy x)+9n(X)
Fir das Produkt dreier Funktionen:

(t &k gbkheg) = £ &k gbckhg+ £ &kgkrh+tkrgklh
(@J _900* F' (- F(0*g'(%)
g(x) [9()]?
Bep: _ (5%2 = 2X)* (2x+3) — (X2 +3%)* (10x—2)
(5x2 - 2x)?

x2 +3x
5x2 - 2x
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Kettenregel: auRere Ableitung mal innerer Ableitung

(F o) = 1" &)F o'(x)

BSpi[{]I:* dinx}r ==
2finx]

Sn(Winx) cos(vInx)
- 2x4/In x

Trick: Ableitung von e hoch roter Kasten, mal Ableitung von
roter Kasten, mal Ableitung von griiner Kasten ...

2.9.4. Logarithmische Ableitung
Bsp.:
f(x)=x" /*In
In(f (X)) = In(x*)

l Y * l *
m* f'(x)=x ;+In(x) 1* f(x)
f'(x)= f(x)* (1+In(x)) = x** (L+In(x))

- Differenzierung beider Seiten mit Ketten-/Produktregel

2.9.5. Differentiation mit mehreren Variablen

Partielle Ableitung: Jeweils nach einer Variablen ableiten, die anderen als Konstante
ansehen.

Beispiel: Hohere Ableitungen:
(X, y)=2xy+5x°y +7xy fxy)
f,=2y+10xy+7y f £
f, = 2x+5x*+7x /x PN
fxx fW fyx
gleiche Ableitung
Gradient:

V Nabla Operator

B} f,
Vf(X-Y):[fj

Gradientenvektor liefert immer die grof3te Steigung:

2y+10xy+7y) - P1(1,1)
) Vi (P1) X,y einsetzen
2X+5x°+7x
2%1410*1+7*1 19 héchste Steigung in P1
:[2* 14541+ 7*1} :[14]

Totales Differential: Komplette Ableitung der Funktion nach allen Variablen.
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Steigung in Richtung bestimmen
Bsp.: P1(1,1) in Richtung P»(5,3)

1. Vektor von P; nach P, bestimmen

oee(a))

o1 )_(2+10+7 \_(19
05) (1+25+35) (7

2.10. Integralrechnung

2. Betrag des Vektors
1 1 1

=——=——= —
Ji6+4 J20 4

3. Einheitsvektor in Richtung

(eos

(Steigung in Richtung P3)

2.10.1. Grundintegrale
f(x) F()
X" X"+ C b
X o [ 109 dx
+C a
nt 1 =F(O)-F@
cos(x) sin(x) + C
5|Xn(x) -C;Of(é) *C Hinweis:
€ € nicht tber Polstellen und
1 In(x) + C Definitionsliicken
X integrieren!
1 tan(x) + C
cos? x
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2.10.2. Integration durch Substitution

Beispiel 1: .[ X* cos(xz)dx

Einsetzen:

. du 7& :i.
=[x cos(u)z—xfzjcos(u)du 29n(u)+C

Beispiel 2: _[«Sllftdt

Einsetzen:
:{u”zdu __3.,43,¢c
4
2.10.3. Produktintegration

1. Substitution durchfihren:

> du

u=x =2x [*dx/:2x
dx

du ~dx

2x
- anschlieRend Rucksubstitution
durchfiihren:

:%s’n(xZ)JrC

1. Substitution durchfiihren:
Qg
1

u=1-t

- anschliel3end Rucksubstitution

durchfihren:
%(14)4’3 +C= 7%3,/(14)4 +C

.[ u(x)*v' (x)dx = u(x) * v(x) — j u'(X)* v(x)dx

v X
Bsp. 1: [ x*e*dx u=x v=e
P -[ u=1 v=e*
Einsetzen:
= x*e* 7J’1*exdx: x*eX—e*+C=eX(x-D)+C

Bsp. 2: _[x* In(x)dx =In(x) v'=x
u':i V=—
X

Einsetzen:

2*In(x) j— —x2dx7; X2 *In(x) I—dxf; 2*In(x)—% %xzz

1X2

N

xz[ln(x)féj
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2.10.4. Uneigentliche Integrale

Bsp.:
0
0
N
1 X 2X
1
. 1 1 . 1 1 11
=lim| -——|-| - = lim| - +=|=0+===
xow| %2 2%12 xow|  2%x2 2 2 2
Bsp.:

J%exdx F(x) = [;‘ ]

—0

2.10.5. Volumen von Rotationskdrpern

b
V= [ 1 (%2 W

2.10.6. Bogenléange

Lange des ,Weges* auf der
Funktion.
b
[ :j,/u(f'(x))zdx
a !

2.10.7.  Mittelwert

b
j f (x)dx
abfa

2.10.8. Mantelfache berechnen

A =2 1001 T 9Pk m\

32



2 Mathematik

2.11. Grenzwerte

Begriffe: - konvergent, wenn Folge einen Grenzwert besitzt 1 1
- divergent, wenn Folge keinen Grenzwert besitzt - 0 0"
00— unbestimmt
Beispiel:
2 2
21+ — ol
2In+2 _ (21n+2) . m[ nj Ry
a, = lim =lim = lim =—=7
3n-3 n—ol 3n—3 n—w 7% noe 5 3 3
n n
2.11.1. Rechenregeln fur Grenzwerte
1) lim (f()+9g(X)= lim f(x)+ lim g(x)
X—>X0 X—>X0 X—>X0
2) . .
lim (C* f(x) = C*[ lim f(x)j
Xx—>Xx0 x—>x0
3) lim (f(x)*g(x))= lim f(x)* lim g(x)
X—>Xx0 X—>Xx0 X—>x0
A im @T00) =g/ lim (X
x—>x0( ( )) 1 x—>x0 ( )
2.11.2. Beispiele Grenzwerte
Iim:(2+lflj:2 S _y
x—0 X X X
1 sin(x) 0
lim=|2+=|=2+0 6 & =
x—0 [ X] * \/;
lim = (2x-x)=o0 sn() _
X—0 2
X
2.11.3. Regel von L Hbpital
Grenzwert weist folgende Eigenschaft auf:
g g tim( #(X) =2 oder lim (F &)=+
x—0 0 x—>0 0
' _— . 8n(X . X
dann gilt: | lim ﬂ: lim ™ Beispiel: |Im£: |Imm:l
x->x0 g(X) x->x0 g'(X) x>0 X x—0
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2.12. Reihen
2.12.1. Potenzreihen

00
P(X) = ag +ax+ax” +agx>...ax" = > a,x"

2.12.2. Konvergenzradius von Potenzreihen

) a
r=lim n
n-o| a, +1

13 1.4

-1 n*[l+lj
- n
r=lim-—"—— ntl_ :l+l~1i0 - Konvergenzradius = 1

n»wo 1 n n n
n+1
(bei « ist Konvergenzradius = R)

AnschlieRend Uberpriifung ob 1 und -1 im Konvergenzradius enthalten sind.

P(D=-1+=-=+=-=... > Konvergiert
2 3 45 5 1 1
-1<r<
P(fl):lflJrlflJrl.., - divergiert
2 3 45
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2.12.3. Potenzreihenentwicklung (Mac Laurinsche Reihe)

Zweck: Annaherung einer Funktion f(x) mit Polynomen in einem Punkt

£ (0)

f(¥)= Z

Beispiel: f(x):sm X)

f(0) ! X
f(x)=sin(x) 0 o! x"0
f'(x)=cos(x) 1 1! XM
f"(x)=-sin(x) 0 2! X2
f"(x)=-cos(x) -1 3! x"3
f(4)(x)=sin(x) 0 4! XN
f(5)(x)=cos(x) 1 5! x5
f(6)(x)=-sin(x) 0 6! x"6
f(7)(x)=-cos(x)| -1 7! X7
f(8)(x)=sin(x) 0 8! x"8
f(9)(x)=cos(x) 1 9! x"9

2.12.4. Taylorreihe

- Naherungum x =0

>

f(X) = x—tx3i Lty Ly Ly
3 g 7 9
Die Reihe ist unendlich lang,
allerdings ist die Reihe nach einigen

Termen bereits hinreichend genau.

Wie MacLaurinsche Reihe, aber Entwicklung um einen beliebigen Punkt.

QOfFI

f()Z 0 *(XX)

Beispiel: f(X) :\/; Xo =0

f(x):\/;lelz

f.(x)zlellz

£ (x) = -2 x 732

(X :—x’5/2
(x) 5

15 712

f X)=——X
(x) T

- Naherungum x =0

f(x) ! X
1 0! 1
1 1! X
2
1 2! X
4
3 3! X
8
15 41 x*
16
8*3!(X7) 716*41()( v*

- Berechnung Konvergenzradius ganz normal méglich
- Konvergenzradius um Punkt Xo

35



2 Mathematik

2.13. Differentialrechnung

2.13.1. Trennung der Variablen

y'=f(x)*g(y)
1

——dy=| f (x)dx
o™
Beispiel 1: Vorgehensweise:

. oy e  beide Variablen auf je eine Seite
y= sin(y) sin(y) bringen
sn(y)* y'= x Y :(j_‘i . % fiir y’ einsetzen

. integrieren
any) Y ox  rdx
dx

sin(y)dy=xax /[

sin(y)dy:%szrC
1.

7cos(y):5x +C

]

cos(y) = 7%)(2 -C Jcos?t

y= cos’l(—% X2 — CJ

Beispiel 2: Anfangswertproblem:
y'=y y(0) =1
vy rax 1=c*e®=c*1
dx Cc=1
idy:dx 1{

1

—dy=|dx

o

In(y)=x+K /e”

yzex+k

y=C*e*

yallgemeine Lésung®
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2.13.2. Lineares DGL 1. Ordnung (Variation der Konstanten)

Allgemeine Form: y+ f(X)*y=9g(x) (y u.ymissen linear sein)
Bsp.: x—3x=t*e
1. Schritt: Lésen des homogenen Gleichungssystems:
—[ f(xax
x—-3x=0 Lésungsformel: y:C*eI ™
Trennung der Variablen:
x=et*K
2. Schritt 3t . .
x=K(t)*e fur K wird K esetzt
Variation der Konstanten © (fr K wi g 20

X(t) = K(t)* ¥ *3+ K(t)*e* (ableiten mit Produktregel)
- einsetzen in Ursprungsformel:
_Ke T3 K () * ¥ —3a Kkt e =t* &
- 2 Terme musse sich herauskirzen
Kty*ed=txe /:e¥
KO =tre? /[
K@) =[tre?
K(t) = %(z +De?+C
- einsetzen in homogene Lésung
x=el*K

x(t) =¥ (7%(3 +)e? +cj
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2.14. System linearer Differentialgleichungen

2.14.1. Eulerscher Losungsansatz

Beispiel: L6sung DGL 3. Ordnung
y"-5y"+17y-13y =0

A3-512+171-13=0
Nullstellen:
=1, Ay=2%3

Charakterisches
Polynom bilden
(Ableitung wird zu
Potenz) und
Nullstellen des
Polynoms finden

Ldésungsschema fur Fundamentalsystem:
1-fache reelle Nullstelle: 2= et

m-fache reelle Nullstelle
(Nullstelle mehrfach
vorhanden):
1-fache komplexe Nullstelle:

@Bt _ {

m-fache komplexe Nullstelle
(Nullstelle mehrfach

A=t tett 126t

et . cos(Bt)
et .sin(Bt)

A = &' .cos(ft), €' -sin(Bt)
vorhanden): & .t.cos(Bt), €' -t-sin(Bt)

Fundamentalsystem:

¢, e®.cos@) , €*-cos(3)

Fundamentalsystem
aus Nullstellen bilden

Allgemeine Ldsung:
y=c - +c,-e® -cos(3t) + c;-e* - cos(3t)
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2.14.2.

Uberfiihrung DGL n-ter Ordnung in n Differentialgleichungen 1. Ordnung

Durch Substitution lasst sich das obige DGL in ein Differentialgleichungssystem 1.

Ordnung uberfuhren.

y"'-5y'+6y=0

Substitution und
einsetzen in ursprungliche
Gleichung

Y=2.,Y'=2'=2,y"'=2"=2,y"=2'
=2,-52,+62 =0

Gleichung u.
Matrixschreibweise Z, '+ z, + Azt tap 1 +a, =0
allgemein
z' Z
21 , 0o 1 0 0 21
21 lo o 1 0|l
Zh ' E ; Zn
-1 -1
iy 8 @1 a2 & z
Gleichungssystem flir 7' 0 1) (z
Beispiel [ J:[ }:[ ]
z, -6 5 Z
Eigenwerte der =2
Koeffizientenmatrix 1,23
5=

bestimmen

Eigenvektoren der Matrix
bestimmen

Aufstellen des
Fundamentalsystems

Allgemeine Losung DGL

e ey

Ergebnis von y wie beim Eulerschen Lésungsansatz, jedoch
liefert diese Methode auch die Lésung von y’. Durch ableiten
von y lasst sich eine Rechenprobe durchfiithren
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2.14.3. Allgemeine Systeme linearer DGLn (ohne Stoérterm)
1. Fall, es existieren n verschiedene reelle Eigenwerte

Beispiel: X'=-13x+ 30y

y'=-9x+ 20y
Vektordifferentialgleichung X' ~13 130) (x
aufstellen v -9 20 : y
Eigenwerte und M=5 1, =2
Eigenvektoren bestimmen 5 2
Aufstellen des 5 (5 x (2
Fundamentalsystems I 3] G 1
Allgemeine Ldsung des X 5 (5 x (2
DGL-Systems y =C-e”- 3 +Cy+e”- 1
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2. Fall, es existieren weniger als n verschiedene reelle Eigenwerte A

Beispiel:

X'=2X+4y
y'=-Xx-2y

Vektordifferentialgleichung
aufstellen

b S0

Eigenwert und Eigenvektoren
bestimmen

-2
hip=0  v= 1

—  doppelter Eigenwert > Hauptvektor bilden

Hauptvektor bilden

— lineares Gleichungssystem
aufstellen mit Matrix abzgl.
Eigenwert

—  Ergebnisvektor =
Eigenvektor

2 AH
5 2]

Lin. Gleichungssystem ist linear abhangig >
Parameter frei wahlbar.

22U +4u, = -2 U, »>a —>1
2u+4=-2 /-4
2u=-6 /:2
W=-3

-3
- Hauptvektor u:[l ]

Aufstellen Fundamentalsystem

2 _3-
oo e 3-2t
1 1+t
Der zweite Termin berechnet sich wie folgt:

& =(u+t-v)

Allgemeine Losung des DGL-
Systems

M Vi T

X _¢, -2 c, -3-2t

y) *tla 1+t
Allgemeine Ldsung in der Regel nicht eindeutig, da
Eigenvektoren und Hauptvektoren nicht eindeutig
sind. Eindeutige Lésung erst nach Einsetzen von

Anfangswerten, bzw. Losung des
Anfangswertproblems (AWP).
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2.15. Numerik

2.15.1. Nullstellenberechnung durch Bisektion

In Intervall [a,b] ist eine o ‘ ‘ ‘
Nullstelle = y(a) < 0 und y
y(b) >0 :

Mitte bestimmen . (a+b)2
(atb)/2=c

Funktionswert von y(c)
ermitteln. Ist y(c) < 0 neue 1
Grenze [c,b], ist y(c) > 0

neue Grenze 5 35 : % — :

Funktionswert bei c ist kleiner 0 & neue Grenze fir
Bisektion ist von ¢ bis b

Berechnung Interval [a,b]

dies wird solange wiederholt
bis die gewiinschte B
Genauigkeit erreicht ist >
y(c) < Genauigkeit

o

p | x0
Bl 05 [ 05 1 15 2

Funktionswert bei ¢ > 0 = neue Grenze fir Bisektion ist

von a bis ¢

Beispiel_: _ y:3x374x2 +9%—3

gesucht ist eine

Nullstelle im Intervall f(0)=-3

[0,2] mit Genauigkeit f(2)=9

0,1
Schritt  a b [ y
1 0 2 1 -2 - Grenze [c,b]
2 1 2 15 1,125 - Grenze [a,c]
3 1 15 1,25 -0,89 - Grenze [c,b]
4 1,25 15 1,375 -0,013 - Genauigkeit

erreichty <0,1
- Nullstelle bei ca. 1,375
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2.15.2. Nullstellenberechnung mit dem Newton-Verfahren

Nullstelle wird Uber Steigungstangente von einem Startpunkt (Xo) aus immer weiter
angenahert. Schnittpunkt der Tangente mit X-Achse wird neuer Punkt (x,), von diesem
wird erneut Steigungstangente erstellt. Dies wird solange durchgefiihrt bis gewiinschte
N&herung erreicht ist.

A Iterationsvorschrift:

_
f(%)

X1 = Xk

Fur die Konvergenz sind folgende
Bedingungen notwendig fur alle
Punkte xcund die Lésung:

f'(x)=0
——
f(x)-f (2X) <1
[Fx]
Beispiel: Schnittpunkt der Funktionen:
f()=x2+2
g(x)=¢€*
Gleichsetzen der beiden h(x) = 242 X
Gleichungen und umformen, «
Nullstelle der neuen Funktion = | h'(X)=2x-¢
x-Wert des Schnittpunktes.
AnschlieBend wird noch die Startwert X,=1.5
Ableitung der neuen Funktion
aufgestellt. Uberpriifen ob Punkt geeignet ist:
h(1,5)=2-1,5-€° ~1,48
has-nws| |029- 248 o o
. 2 2 '
| [has] | | [n4e] |
Iteratives Annéhern _
Xl:)(ofﬂz 57'_23:]13436
(%) -1,48
f ()
Xy =% ———=—=1,3195
2T Ty
X3 ~1,3190
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2.15.3. Regula Falsi

Interationsvorschrift:

B 1-a

- f
o) fly

X' =a 31—

1. Schritt:
a und b Startpunkte mit unterschiedlichen

Vorzeichen, x* ist der Schnittpunkt der
Sekante mit der x-Achse.

Zum x* Wert wird der dazugehorte y* Wert
berechnet.

Haben a und x* das gleiche Vorzeichen wird
x* zum neue a.

Haben b und x* das gleiche Vorzeichen wird
X* zum neuen b.

2. Schritt:
Verfahren wird wiederholt bis gewiinschte
Genauigkeit erreicht ist.

Beispiel: 2 N f(x):x272
Bereich festlegen a=0;b=2
1. Schritt: a=0 f(a)=-2
b=2 f(b)=2
xt—0-—2-0 (-2) :73-(72) =1
2-(-2) 4 =
f(x*)=-1
- f(x*) hat gleiches Vorzeichen wie f(a), daher wird x* zum
neuen a
2. Schritt: a=1 f(a)=-1
) . b=2 f()=2
- Wiederholung bis 9_1 1 1 3
gewlinschte =l-—" = (- =1-=- (- =1+==2
Genauigkeit erreicht 2-(-1) 3 3 4
! f(x)=-0,22
- f(x*) hat gleiches Vorzeichen wie f(a), daher wird x* zum
neuen a
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2.15.4. Numerische Differentiation
Verfahren ersten Grades

1) %(k) S WY1 piclwartsdreieck

Axr X = X1

Beispiel f(X)=x, ; Steigung bei x=2

Vorwartssteigung:

2) & (k) WY1 yorwartsdreieck ﬂ(k) Ay 2219 39
X\I X1 — % dx AX, 2-19 ’
Rickwartssteigung:
2 52
W g _2P-2
dx AX, 21-2

Verfahren zweiten Grades

Es wird der Mittelwert zwischen der

Vorwartssteigung und der Riickwartssteigung

gebildet

A | Ay
¥ ()= [Axr AXV]

Beispiel:

dy 1
k) ~=-(39+41)=4
(9~5-(39+41)

Bei gleichem Abstand der vorwarts und Beispiel:
Ruckwartswerte nimmt die Formel eine
einfache Form an:
d dy(k) —-(212 L92) 08_,
_y(k):L'(YkJrl*yk—l) 2:01 0.2
dx 2-AX
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2.15.5. Numerische Integration
Trapez-Formel

Intervall wird in n Teilbereiche A
aufgeteilt, die Stutzstellen
werden jeweils verbunden, es —

bilden sich Trapeze.

Die Flachen der Trapeze

entsprechend je nach |:'>
Auflésung naherungsweise der

Flache unter der Funktion.

yo y1 y2 y3 y4 yn

Trapezformel b 1
| f(X)dX~(5-(yo+yn)+(yl+ y2+~~~+yn—lj'h
a
1
(zezy
yi: Stlrzwerte der Funktion y=f(x), x, =a+k-h
h: Streifenbreite, bzw. Schrittweite h:E
n
n: Anzahl der Schritte
Zl : Summe der beiden auReren Stutzwerte
Zz : Summe der inneren Stitzwerte
Beispiel 24
j—dx; n=4
1 X
h=2"1_1_025
4
X =1

¥ =1+1-h=1+1-0,25=1,25
X0 =1+2-0,25=15

X =175

Xp =2

2
J-ldxz l[l+lj+i+i+i -0,25
1 2\1 2) 125 15 175
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Simpson Formel

—  Aufteilung der Flachen in gerade Anzahl von Gebieten, éhnlich Trapezformel
—  jedoch Annaherung durch Parabeln

Simpsonsche Formel

b
[ f09ax~

w|=

:((YOJrYZn+4(Yl+YB+~~~+y2n—l)+2(y2+y4+~~~+y2n—2))'

(3, +4Y, +2.%, ).%

h= E
2n
yi: Stlrzwerte der Funktion y=f(x), x, =a+k-h

h: Streifenbreite, bzw. Schrittweite h:%
n

n: Anzahl der Schritte
Zl : Summe der beiden duRReren Stltzwerte

Zz : Summe der inneren Stiitzwerte mit ungeradem Index

Zs : Summe der inneren Stiitzwerte mit geradem Index

Beispiel

2
J-ldx ;2n=4
1 X

hzﬂzl:o,%
2n 4
X =1

% =1+1-h=1+1.0,25=1,25
X, =1+2.0,25=15
X3 =175

2
J.ldx~ [1+£j+4[i+ij+2[ij BUE
1 2 1,25 1,75 15 3
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2.15.6.

Streckenzugverfahren von Euler

Aufgabe: Losung des Anfangswertproblems von y'= f(X,Y)

Intervall a bis b.

Numerische Integrationsverfahren fur Differentialgleichungen

Anfangswert : y(0) = yg im

X, =0+2-0,05=0,1

0,05- (1, 2076+ €*1) = 0,1156

Aufteilung Intervall in gleiche Teile Xp=a;%=a+l-h;x=a+2-h X, =b
der Lange h: = X =a+k-h
b-a
h=2—2
n
Yo=Yo: Y1=Yo+h f(X¥o)i 2=V +h- f(x; W) ...
= Yk = Y1+ 0 F (%15 Yie1)
Rechenschema:
k X y h-f(xy)
O | Yo (Anfangswert) 4 h-f (% ¥o)
1 % =% +1-h Y1=Yo+h- (%Y%) b h-f04w)
x
2 X=X +2:h Yo=yi+h- Oy Lh-f(%iy,)
x
3 X3=X;+3-h Y3 =Y +h- (X y5) h- f (X35 ¥3)
Beispiel 1. y'=y+¢e* h=0,05
k X y h- f(xy)
0 | =0 Yo=1 | h(y+e)=0,05(1+€")=01
1 | %=0+10,05=0,05 %=1+01=11 | 0,05(11+€¢"®)=01076
2
3

X3 =0,15

Yo :L1+0,1076:L@
y5=1,3232 -

0,1243
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Beispiel 2: y'=2x ; y(0)=0; y(x) numerisch bestimmen in 4 Schritten; h:%z%
k X y h-f(xy)
X =0 Yo=0 h-(2x):§-(2-0):0
1 X_ X =0+0=0 2 2
% =0+1.3=X Y1 X=X
4 4 4 4 16 8
2 X X 2 2 2
Xp=2- === vy =0+ X[px|u2 _ X
4 2 8 4 2 8 4
3 S X2 X2 3x? x (. 3x) 6x° 3x°
3= Ya=—t—=" S22 ===
4 8 4 8 4" s 6 8
3 X3 =X S S
B3 "8 "8 a

Verbessertes Eulerverfahren (Mittelpunktsregel)

es wird ein Zwischen Integrationsschritt eingefiigt

Aufteilung Intervall in
der Lange h:
h :E

n

gleiche Teile

h
Yk,% = Yk-1 +E ( Yk-15 Xk—l)

h
Yk =Yka+h-f (ka%; Yier )

Beispiel 1: y'=y+€* ; y,=1 ; h=0,05

k| x y h h
YJ/ZZYKJrE'f(YK;Xk) h'f(YKJ/Z;XkJrE)

010 T _ Yy :1+0,025<(1+e°) =105 — 0,05<(L05+ e<°*°~25)) =0,10377

Y

L] 005 | 1103774 110577 + 0,025 (110877 + %) 0,05-(11576+€*) =011177
=11576

2 |01 [ 112155 | 1127356 0,12355

3|05 1,3358
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Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung

¥ =0+0,05=0,05

yi=1+K ~1104

Rechenschema:

k X y f(x;y) k=h-f(x;y)

0 Xo Yo f(X05 Yo) ky

h k h o kg
- A f +— Yo +— k.
X+ 5 Yo+t > [Xo 5 Yo > 2
h k2 h k2
- -2 f +— Yo +—= k.
X+ 5 Yo+t > [Xo 5 Yo > 3
Xo+h Yo +Kg f(%+hyo+ks) Ky
K:%-(kl+2k2+2k3+k4)

1 [ x=x%+h Yi=Yo+K |

Beispiel 1. y'=y+¢e" Yo=1 ; h=0,05

k| x y f(xy)=y+e | 0,05 (y+€e*)

0 1o 1 1492 0,052=01 Ik
0+0'—§5:0|025 l+%:l05 2,075 0,1037 1k2:
0,025 1+ 2197 1 05188 | 2,077 01038 (ks
0,05 1+0,1038=1,104 2,155 0,1077 Kk,

K :%-(kl+2k2+2k3+k4) =0,10383

1
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